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ẋ = V (x, s)
T (x0) = x(1)
	    
      
%/~od¢Ï  ¨ ê  ©2ª]¨ î  î ,Q§23 êyê ï 4 ê «¨ î © /ê (Tï;§   ê ,?¨B¬ ~B{o5B{s~3¯¡)»oJ{sBÐÊmo53}Oo{®o5oJ
{~nho
0
mF{s~nho
1
¹'j,kmo°»2o"{,XO~B{
x0
¯:{ko}mm{mz|¯±nh{s~
T
~z,B~»Bo5}Cx
x(1)
¹
   L¨¬ o¸nho&¯Îz|~o&{2{s~:¹vyioJoJZ»oJ{sBzso&~zsèxoJ~À}oB¹j,koFn3o5C{
O~C{QBsoJzsiBmz/{{sko~~{s~i5m~µ{~Bhm¶{skoÎo5o5XO~B{f~zÐ{koOBzs~µ{~BXoJBkoJX2{Ð{~nho
å9Ú{{~nho #"z|X{km2{{ko{s2oI {sBsx3}OoBoJmF{skymznXBso°»y~zs~}o ¹
:;:=<?>A@CBCDC@
   dàÜ ØµÓÇiÃFÈÝÅ2Â
  /ª]¨ 	 3 êyê ï  ê «¨ î ©2§ , î ©b¥7  ê * ©2ª  §2, î © Zª]¨2 î  §3ª]¨ 	 ¨ ê 3  ã¡o{°mz{¼Bo2Ë3o
{mz|¯±nh{s~mz
T = (M, t)
 ®ko5o
M
~z{koX~oJdis{°i
t
{skmo){mz|2{~B¡¹dj;b]oÊmmo¶
¯Únh~xF¯ÐzsOo5oJ»BoJ {,ÊmoJmzÎBmzs~z|{soJB{®~{sk
T
 m~µ{Î®,z,msBiCz|oIF~8 ¤¡{s3o5xFB{sko&â3Å2Ý?à Ø 
ÂÁsÓCÅ2à Ø Ýyâ ¯:{skod~oJQm|{
M
¯
T
¹'SBsodsoI~z|oJxB o{
L
}Oo{skmod~m~mOn32{s~¸XC~µ{kn
¯
M
¹fj,ko°¯ÚnX~xF¯ÐzsioJoJ»oJ{sB,Êmo5z
V (., s)
®o"zz|]5~{soJF{s
T
®s~{soIz5Ï
V (x, s) = t + L(x − s t)
¯±B
s ∈ [0, 1].
Úå
  ê (( ì  ê  ê ï  ê §I§ î ,¨  ê  ©"  «  3'ª(  î ª]©?Ú¨   rdmozskB{so°{skm{mzs~X~i~m
C~µ{kn3zh¯{skmo~oI&m|{&¯2Ë3ob{siz¯±Bsn32{~Bmz32{3{koÊiz|{Fz{o5É¯°{koOxBËhmo
¯±nhoJ®4Bs¼h~z{®,èx]z4OBzzs~}o¹
j,ko{skoJo{s~5]~nh~µ{2{~B3~nh~oIX}Cx¶{skm~zÐis{s~fkB~5o¯z|Oo5oIX»oJ{sBz'~z'{skmo¯±2®,³
~iÏ¡~m5~iCBB~{skn3z:soQ{'®èx]z¡®o5³´]o5ÊmoI¹;SBsoQsoI~z|oJxB I{sko~m5~iCBB~{skn
¯Q½~y»oJ|{~}mo¶nh{s~µ¸
M
~zÎ®o5³´]o5ÊmoI~¯4mxb~µ¯f{ko9ÚBnho5¸BoJ~Bo5y»2oJzÎ¯
M
]
m{~o"{skmo ÚBzsoJkm¯ ³?~o¯'o5C2{s~»o°oJyn¶}ioJz  #I¢?¹
%m,s{{s~mzJ {k~z4nhoImz,C~{so°~C{sm~µ{~»Bo5xh{skm{4{ko"nhC{¯6Ú]5 Q{{s~&msoIz|oJB{,~
oIkX¯i{sko5nhiBo5C{zÐz|kB¶}Ooz|{s~{sx}ioJ2®
π
~mz/~hn3B~µ{m]oB¹/j,k~zfJX}io5oIx
zso5oJ¶~X{skon3~h¯Lnh{s~µ¸¶BB~{skn3zJ 2®ko5o{sk~zfBmz|{s~B{f5soIz|Ommz:{~nhOBzs~{km2{
{ko~n3~msxis{f¯Lo5~o5y»2oIzÐ}ioÎoIzsz'{ko5
π
~3n3m~µ{m]o¹ %/~i¹/å~iz{{soJzÐ{sk~zÐoJo5
zs~{sm{s~¡ ]®k~kb~z,m{ÎzsioI~Êid{s3{{s~mzJ¹
%moJo5/~y»Bo5s{s~}oX~oId{smz|¯±n32{~BmzÎ®~{skÌOBzs~µ{~»Bo¶]o5{so5nh~iC{J {koX~C{soJsmso5{2³
{~B[¯Î{k~z35mz|{s~C{XB[oJ~Bo5y»2oJzX~zh{&zsÌ5oII 4zs~iobs{{s~mmZm]³´s{{s~m
o¯±n32{~Bmz3ob~C{soJ|{®~oI¹uÍÎ2®4oJ»o5I QBoSz|km {oS{sko5Cz|oI km¯ ³?~oS¯o5C2{~»Bo
yn¶}ioJ,~zhzso{,¯;yGÚã:o5}OoJzso4nXoIzsod~F{ko"BnXmo5¸FoB ]®k~k~i]~J2{oJz{ski2{»oJsx
¯±oJ®u~oJ4{mz|¯±nh{s~mz®~{skbOBzs~µ{~»Boo{soJsnh~mC{Ú5soIz|Oi]~m){Xo5¸y{so5nho5x&o]o³
¯±Bsn3{s~mz ®~{3kmè»BoÌ~i~mn32{s~¸ÀBs~{skmn¹ %n Ì{s~5O~C{3¯d»y~o5®" 
BodJFyxC®,èxdmz{koI¼X®kmo{skmo54{skoBmz{~C{~zzs{s~zÊioJ3}yx&Bnh]{s~¶CmnXoJs~5xX{sko
oJ~Bo5y»2oJzQ¯
M
 C®k~kFBx3nXBC{zQ{sXz|B»y~¶{sk~]o5BsoJoOxCmnh~ioICm2{~B3¯±,åæ
Ë3o°{smz|¯±n32{s~iz5¹
q­[{skoS5C{so5¸C{h¯°nhoJ]~5~n3BoFo5B~z|{s2{~B¡ f®o]Ì{h}Oo5~o5»o{skm~zhoJz|{s~{s~Z{s}io
msB}oJn32{s~ Ðzs~io}m42Ë3o~Bnho5C{)¯{sko~n3oJz{s½}iosoJ~z{o5oJÌ~zX®,èxyzioJ|³
¯±BsnhoI&Êmz|{J¹Qj,k~z¯Ú{sBz,B]{{sko"oIz{{2{s~izm~µ{®m}io)»o5x&zssms~z|~X¯±n 
m2{nh~5ÐO~C{¯,»y~oJ®-{S}mzso5»oX»oJsxo3]o5¯±n32{s~iz ±o¹ m¹ :]5fs{{s~mz"5Cz|oX{s
#I£¶]o5BsoJoJz f¯/bi2{sBnh~Jz{si {smsod¯±sBnmo°~m]~»y~mL{h{ko5¯ {so5,{ko"m{sBnX~oJz
¯:{koJzso"~i]~»y~]mz,kmè»Bo"soI]x3}Oo5oJbË3o5xF~oI¹
Sê ª 4 ë 1 î  3 	:¨Iª]¨2 î  ª(  	;©2ï ê  ª¨ 	 ¨ ê 3 )  !Î2®" ]¯±nºhB {~J¡O~C{Î¯'»y~oJ®" m~B{o³
B{s~d{skodr°ædä~»o5X}yxäQO¹(T¢/®~µ{k¶{kozsioJoJX»oI {sBz/¯iäQO¹(Úå /~zÐC~{so5nh]{2{s~ix
o5¸]ioJmz|~»oB oJzsOoJ~x®koJSo"®~zskoJz{sF]h{k~z¯±°{skmo)O~B{z¯'&åBæo5B~¡ ]¯±
o5¸nhod
256× 256× 100
~¡ C®km~k&~z,BnXnhBxh~&{ko°Jzso¯±B
T1
³´®4oJ~BkC{soJFç~n3oIz5¹
ÑÌoF®~,zso5o~À{skosoIz{¶¯{skm~zhzsoJ {~BÀk2® mo5Z]z|{s~5x½oJmo3{k~zX5nho¸]~{x½}yx
zs~BkB{xFnX]]~¯±xy~m¶{kozsioJoJ»oI {sBz¯/äQO¹Tå ¹
IJ :KIL
Ò;ÁÓÔTÕÖm×5ÂÄØÚÙBÈÅÇbÞÁÂÄÃÅÆ[ÇOÈÛ¡àsÅâhÈ QÁ2àÎáÁ2à°Ò;ÁI×ÅÂ ÂÄÃdØµÓØÚÙÁàÐÆ[ÇOÈ	XÈTáÁ2à â3Å2Ý?ØÚÁ2ÇÜ $
           
Imaginary part of eigenvalues
0
Domain of affine transformations
Real part of eigenvalues
     
	  

 	     
  
      
 	





           
           
           
           
           


            
            
0
Domain of logarithms
Real part of eigenvalues
Imaginary part of eigenvalues
−π
+π
     
	  
    
           
       π
%/~o4åmÏ 1 î  §J¨5©2ª   ¨  3 î § ê ï î  ª  ê ¨J©2ª  §, î © Àª¨2 î  §,¦ ë ¨  ê 	/§ êXî ,:¨  ê 3/©?  « 3/ª(
Zª]¨5©? ( î9 ª]©?±¨    ê ,?¨¬ mxFË3o°{smz|¯±n32{s~izQ®kCz|o Tnho¸B4o5~oJy»èmoJz,]h{
~o"{sko TBzsoJBki¯ ³?~mo"¯;mo5B{s~»ooJyn¶}ioJzkmè»oh~m5~iBs~{skmn mbJb}io
kim]oJ¶}yxm;¯±nhoJ®4Bs¼L¹;vy~nh~µ¯±xy~{sk~CzÐd}m~µ{I {skm~zÐ5soIz|Ommz:~C{s~{s~»oJx"{~nhOBzs~
{km2{
Ú]J/s{2{~Bmz/}iodz|n3o5Ð~Xn3~{smo4{km
π
]~mzJ¹;j,km~zfJX}iozso5oJhnXBso5oIx
B{kohs~m5~mÐBBs~{skn3zd¯4{skoIz|oÅÙâ¶ØÜÜ Ø5ÂÈ"2Ë3oX{mz¯±Bsn3{s~mzJÏ{skmoX~n3B~msxbm|{
¯Ð{skoJ~do5~oJC»2oIzn¶mz{°}ioXz|n3o5Î{skm
π
~nh~{si]o¹°j,k~zd~z~mz|{s2{soIS{sko ©"  L¨
BF{k~z,ÊmmsoB¹' nhBso"]o5{~oJ]~zizszs~B¯:{k~zÎiz{~C{~z,B~»Bo5~vym}mz|oI {~Bb¢¹$#B¹
:;:=<?>A@CBCDC@
#I£   dàÜ ØµÓÇiÃFÈÝÅ2Â
&(' &  (2*C :*.K,  .K. .
	 3;,B7 3G, > ?.!,/= ?
7 3G,BCE=/243;? 7
ÑÌoX®~/zso5o¶2® k2® Bo¶J]o5ÊmoXn)mk½z|~nhoJ°zsOo5oJ»oI {sBz¯±2Ë3o){smz|¯±n32{s~iz
{km¶{skmooIz'~»o5¶~häQO¹Úå  ¹Ðj,ko,}mzs~4~]oId~z/{so5x¶{skmoBB~{skn3z/¯i{sko,{mz¯±Bsn3³
{~BmzdÝmÈâ¶Ü5ÈÂ 2ÈÜ m3{BxXB3{skmodC~µ{kn3zf¯{ko5~°ÂÄØ ÇOÈÅ2à4¿mÅ2à ÝTÜ ¹'j,kmoJzsoÎBs~{skmnhz45
}Oo)]o5ÊmoIS~}mz|{s{®èx~{sko)5C{so5¸y{Î¯'{skmo{skmo5xF¯Qã¡~ommz $#Iå´ i}{Î¯±dnho
zs~nXm~~{xÀ®o®~Î]oÊio{skoJn koJsob»y~½{kobsoJsoIz|oJC{2{~BZ®~{sk ÁâhÁÓBÈ5ÇOÈÁÖyÜ×ÁIÁ2àsÙØ ÇOÅÝ´ÈÜ
¯Q2Ë3o"{mz|¯±nh{s~mzJ¹ÍBnhoJo5Bmz5CB~m{soIzz|Fs2»y~]o)3»Bo5x5y»oJ~o5C{®èx{s
5nh]{o°{skoIz|o"C~µ{kn3z4~b {~5o¹
ædo{~zX}O]{XXynho5~J4~nho5nho5C{2{s~Z¯{skmoFn32{s~¸¾BB~{skn o&~»oJ¾~Z{sko
v]}mzsoJ {~B)¹ ¤3¯:{koOo5i]~µ¸¹
Sî  îiê  êyî 	/§ 1 î¡î ©èï   ª]¨ ê §  ÍnhBo5mo5izÐy]~m2{oJz'ozz|~5y{sy~ 4nh]{o5
'd~zs~¡¹Ìj,ko5x¾o&®~]o5xmzsoJ{o5oJzso5C{¶CxÌ]³­]~nXoJmzs~Bm,2Ë3oF{smz|¯±n32{s~
T
}yx
(n + 1) × (n + 1)
n32{s~¸ ;®~{|{soJ¾ko5o
T̃
¹vymkZbo5oJzso5C{2{s~~z)JoI½}yxÌn32{skmo5n32{~µ³
5~mz . ¯Ú~{sk]¯±mD±~b{sko¶z|oJmz|o"¯ÐsoJsoIz|oJC{2{~BF{ko5Bsx/ ®k~kSnXoImz{skm{{skoJso"~zm3Czsz¯
~]¯±Bsn32{~B~{sk~zo5oJzso5C{{s~¡¹
T̃
{¼BoJz{ko¯±2®~¶¯±nbÏ
T ∼ T̃
def
=
(
M t
0 1
)
,
±¤ 
®kmo5o
M
~z{ko"~oI,m|{¯
T

n × n
n32{s~¸B,m
t
~{z{smzs{s~¡¹/q­{sk~zzso{s{s~m ]O~C{z
x
¯/{sko)n)}~o5C{Îzsm5o"o"soJsoIz|oJC{soJ}yx
n + 1
³´~nho5iz|~m»oI {sBz
x̃
 im]~m&bo¸y{s .
1

¯ {soJ,{skoJ~5CB~m{soIz5Ï
x ∼ x̃
def
=
(
x
1
)
.
j,km~z"®,èx :{sko{s~¯{sko2Ë3o3{mz¯±Bsn3{s~Ì¾biB~C{
x
5¾}Oo&B}]{~oIz|~nhxÌ~
{o5n3z,¯'nh{s~µ¸n){s~~J2{s~bi~z,~»oJ}yx
T̃ .x̃
¹
 ©?  «  3'ª(& î ª©"Ú¨ À§ î ,)¥7  ê * ©2ª  §2, î © Zª]¨2 î  § zs~SknhBo5mo5iz°5y]~i2{soIz5 
{koQms~m~mBs~{skmnu¯]{sko2Ë3of{mz|¯±nh{s~mzfÝmÈâ¶Ü5ÈÂ 2ÈÜJ}Oo4oÊmoIiBnXm]{soI
~Shz|~nho®,èx ±~?¹ o¹Ð®~{skB]{mzs~3}mz{B {ã¡~oizQ{ko5Bsx/¹
j,koSn3~ iB~C{3koJsob~zX{skm{3{skoS~m~mC~µ{kn$¯ð2Ë3o{siz¯±Bsn32{~B
T
~z
o5msoIz|oJB{oJÌ~ÀknhBo5mo5izy]~m2{oJz"}yx½{skon32{s~¸ÌC~µ{kn ¯~µ{z)o5oJzso5C{2{s~
T̃
¹
j,km~z,n32{s~¸FC~µ{kn {¼oIzQ{ko¯±2®~X¯±BsnbÏ
log
(
T̃
)
=
(
L v
0 0
)
,
®kmo5o
log
z{mz¶¯±B¶{kob~m5~i,n32{s~¸C~µ{knb¹
L
~zh
n × n
n3{s~µ¸Ài
v

n
³
~nho5iz|~m»oI {I¹:äÐ¸{sxXBzÐ~h{sko¯±BsnhoJQz|m}mz|oI {~B¡ 
L
~zÐ{ko~i~mn3{s~µ¸XBB~{skn
¯
M
¹Xp4{
v
~zhÇOÁÝ/oICm'~½Bo5oJ;{F{koX{smzs2{s~
t
¹X{smx L{ko3]~ñOoJsoJmoh}Oo{®o5o5
B2»Bo5msCkmF{sko"o5»y~mzBosoIz|~]oJz,oIzszso5C{~x&~F{k~z
v
¹
IJ :KIL
Ò;ÁÓÔTÕÖm×5ÂÄØÚÙBÈÅÇbÞÁÂÄÃÅÆ[ÇOÈÛ¡àsÅâhÈ QÁ2àÎáÁ2à°Ò;ÁI×ÅÂ ÂÄÃdØµÓØÚÙÁàÐÆ[ÇOÈ	XÈTáÁ2à â3Å2Ý?ØÚÁ2ÇÜ # #
q­C{soJsoIz{~mx ]{ko®o5µ³­]oÊioJ]moJzz,¯/{skoms~m~mBB~{skn7¯ÐS2Ë3o{mz¯±Bsn3{s~
T
~zoJC~»2o5C{{h{sko®o5³´]o5ÊmoI]oJzz¯/{ko~m~m:BB~{skn¯Ð~µ{z~oIis{
M
¹j,ko
oJBz|B&¯±B,{sk~z~z,{skm{{sko"ms~m~mnh{s~µ¸BB~{skn¯/~y»oJ|{~}on32{s~¸F~z,®o5³´]o5ÊmoI
~¯m¶x)~¯O{sko~n3~msx"m|{z'¯O~µ{zÚ5nho¸B/o5~oJC»2oIz/¯
M
]{f~o¶{skoTBzsoJB
ki¯ ³?~mo¯oJB2{~»Bo,soIyn¶}ioJz
$#è¢ ? yzfnXoJC{s~oIh}io5¯±o¹'p4oI5mz|o¯L{sko¯±Bsn {¼oJX}yx
T̃Tz|oJoäQO¹(±¤ *  B{skmodzsioI {sn ¯
T̃
~zQo¸{sx){km2{4¯~µ{zQ~oJfms{
M
mzQ3o¸y{so5~oJy»èmo
oICmL{
1
¹fÍoJmo°{skmo"oJC~»èoJmo¯;{ko"o¸]~z{o5m5o°¯/}O{kbs~m5~mBBs~{skn3zJ¹
	   3( ê © 	 3 êCê ï  ê «¨ î ©è§ , î ©À¥7  ê6* ©2ª  §, î © Àª¨2 î  §½ª]¨ 	 ¨ ê 3  î ,¶¨ ê  î ( ë ª  ê
 ©2ª êCí)î ©!  z|~"2®[s~m5~mBs~{skmnhz'¯LË3o,{smz|¯±n32{~Bmz/~mz|{soIX¯O{skmos~]³
5~iLBBs~{skn3zQ¯¡{ko5~,~oJ,ms{zJ BBo52®çzzsy5~{soÎ{shË3oÎ{mz|¯±nh{s~
T

zs~nXmoJ,¯Únh~xF¯/zsioJoJ»oI {Êmo5z,{km~ä4i¹Tå~{sko¯±B2®~m¶®,èxLÏ
V (x, s) = V (x) = v + L.x
¯±
s ∈ [0, 1].
T
ÑÉkm{4~zQo5n3s¼2}mokmo5o~zQ{ski2{Q{kodzsOo5oJ&»oJ{sBfÊmoJ&{Q{~nho
s
Bzszs]~2{soI¶{s
T
ÙBÁJÈÜdÇLÁ2Ý
ÙBÈ´¿mÈ5ÇOÙXÁ2Ç
s
 j;s2»Bof{koBmz|~z|{so5io¯m{k~zfz|Oo5oI)»BoJ{s'®~{sk
T
 2o{fmz'®~µ{o{skozzsy5~{soI
r°ædäÏ
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ẋ =
∑
i
wi(x) (vi + Li.x) .
$
äf¸]B {xhzÐ~h{skmoÎ5Bz|o¯O{koB]³­]{BnXBmz'OxB2Ë3odr°ædä¾}mBz|oIhhäQO¹(Úå Czs]{~Bmz'{s
{k~z4m2»o5r°æÎä oÎ®o5µ³­]o5ÊmoJ3¯±m{~nho
s
±~?¹ oB¹'o5»Bo5)~]Êmm~µ{o5xh¯Ú~"Êm~{so°{~nho ]]
m{&. }2®u   isoJB]oJzz¯/{sko"~~{s~:5m]~{s~:¹Qj,ko"y¯'~zo5¸y{so5nho5xFzs~nh~Ú{skmBk
zs~nXmoJJ ]~¯Ú { 4{sX{ski2{~»oJ~# ¤ ¡¯±,{ko"o5»y~BmziBxC2Ë3o°¯±nho5®¼L¹
!Î2®" i®o)¼y2®_¯±n7{sko¶o5mo5:msBioJ|{~oIz¯Qz|{{s~msxSr°æÎäQz!±®km~k®kmo5o)oJzso5C{soI
}i2»Bo ¡{skm{Ð{sko,·i2®
T (s, .)
¯O{sk~z4r°ædäÌ¯±nhz'3Á2ÇLÈÔ¿mÅ2àÅ2â3ÈÝ­ÈàÜÖB´ÓàsÁ2ÖI¿¯L]~ñLo5nhBskm~zsn3z5Ï
T (0, .)
~z{sko"~]o5C{~µ{xm
T (r, .) ◦ T (s, .) = T (r + s, .)
¹
  êBì  ª]©2ª ê ¨ ê © 	 	;¦  © î 	;3'§ î ,    * §  äÐ¸ {x~¼o"~{skoË3o5Bz|oB ]{sko¶r°ædäÉ~»oJ
}yx8$ ÎoÊmoIzÎm{dBxbmo³´mnho{o5Îzs}BsBS¯dÙØ ÎÈÁ2â3Á2à?¿ByØÜ â)Ü  ;~µ{"z|FxC~o5z&Bo³
inho{o5z|}m¯Ò;ÁsÓÔTÕÖm×5ÂÄØÚÙÈÅÇb¿ÁÂÄÃÅÆ[ÇOÈFÝ?àsÅ2ÇmÜ áÁà âhÅÝTØÚÁÇÜ hSBsoXoJ~zso5x ¡z|~nho
kiBod¯;»2~}o 
s 7→ s2
,zsk2®z4{skm{{sko·m2®u2{{s~nho 1
2
 ]®~{|{soJbko5o
T ( 12 , .)
 m5soIz|Ommz
{&hiBxC2Ë3o{mz¯±Bsn3{s~F®kmBzso"mnho{o5z,o{skoznho"®o5~kC{zBz,{sko)~B~moIz5 
}m]{/®kmo5of{skmoËhmoQ{mz¯±Bsn3{s~mz:kmè»of}Oo5oJ{mz¯±BsnhoI"~C{{skmo5~'zCmofy{z ±~?¹ o¹;{skoJ~
C~µ{kn3zkmè»o}Oo5o5Sn¶{s~~oJ}yx 1
2
 ¹,vy~nX~xB ]{sko·i2®_{{s~nXo
s
 
T (s, .)
oJzsiBmz4{s
bOxBË3oX{smz|¯±n32{s~iz®~µ{kÌ~]oJB{~J4®4oJ~BkB{z}]{)®~{sk{ko
s    i2®o5)¯{sko&Bs~~mË3o°{smz|¯±n32{s~iz5¹
dz BmzsoJCo5io 
T (s, .)
Ju}ioÌ~C{o5so5{soIzF{skmo
s    O2®4oJ¯{skoã¡B³´äfm5~]oJOxBË3o){mz|¯±nh{s~oÊmoIÌ}Cx
T (1, .)
¹)q­Ìms{s~mJ L{ko3~y»Bo5z|o¶¯
T (1, .)
±oJzs¡¹X~µ{z
zCmoy{ Î~zdB~»Bo5zs~nXmxS}yx
T (−1, .)
±oJzs¡¹
T (1/2, .)
  O®k~k~zd{skoXiBxC2Ë3o¶{smz|¯±s³
n3{s~¾®~{skÀ~]o5C{~J®4oJ~BkB{z"}]{h®kCz|oFË3o3{siz¯±Bsn32{~Bmz"kmè»Bo3}ioJo5À~y»oJ|{oJ ±oJzs¡¹
kiè»o°}ioJo5{smz|¯±nhoJF~C{sh{ko5~zBio°y{z ¹
rdozskB {sob{km2{&B3o5»y~BmzhOxB2Ë3o{mz¯±Bsn3{s~mzh]~ ÇOÁÝkmè»o{skmozsnho
o5n3s¼2}moÐoJ}~'sBioJ|{~oIz¡z:ã¡³?äQm~oJOxBËhmo'{smz|¯±n32{s~iz5¹q­B¡o5»y~mz
:;:=<?>A@CBCDC@
#J¤   dàÜ ØµÓÇiÃFÈÝÅ2Â
¯±nhoJ®4Bs¼L O{skoh~y»o5zso)¯,FOxBË3o){mz|¯±nh{s~®,z°{"o5»oJ~½Bo5oJ/OxBËhmo
{mz|¯±nh{s~¡¹ã¡äQQj;zhkiè»oF»Bo5x~C{sm~µ{~»BomZz2{~z|¯Ú{sxÌsBioJ|{~oIz5 Ð}OoJJmzso{skoJxÀo
}izsoJ&B)¯±mzs~BF¯'z|Oo5oI&»BoJ {zQn¶mk}io5{|{soJ]{soI3{sX{ko"o5}m~msBioJ|{~oIz4¯;2Ë3o
{mz|¯±nh{s~mzQ{ski{skozsOo5oJ»BoJ {z®4oo5»y~mzsx3iz|oI¹
q­S{ko)mo¸y{°vyoI {s~: i®o®~/z|oJok2®_{sk~z°z|OoJ5~µÊiÅ2Â ÓCÈ 5àsÅØÚ×°sBioJ|{x¯ÐmÎ2»Bo5¯±nho³
®¼FJb}io)mz|oI{s&o5»y~{so]z|{s~5x3{ko)Bnh]{{s~m¡Cz{¯fvy{so5åh¯;{koOxBËhmo
¯±nhoJ®4Bs¼ ±~?¹ o¹Ð{ko"Bz|{¯;{sko"~C{soJ2{s~¯/{sko"OxBË3o"r°ædä6¹
¥   êBì  4ª]©?Úª  « êî ,    * § 4BB{sxX{¶{koo5»y~BmziBxC2Ë3od¯±nho5®¼O Cmm2»o5
ã:³?äfi~]oId¯±nho5®¼kmz;{skoJ¡z|Bmn32{ko5n3{s~5sBioJ|{xLÏfÅÆ[ÇOÈ5Ô­Ø ÇB2Å2à ØÚÅÇO×È5¹'j,km~z
nhoImz'{koã¡B³´äfm5~]oJhiBxC2Ë3o¯±mzs~BX¯¡2Ë3o,{siz¯±Bsn32{~Bmz/~zf~y»2~C{'®~{sk3oJzsOoJ {
{¶Cx3Ëhmodkmod¯:yB]~m{sodzsx]z{o5nb¹'j,k~z4{xyOod¯¯±mz|~~zQ{skmo5o¯±o)Ø ÇiÝTà Ø ÇmÜ ØÚ×Ï'~{4{sx
~z'¯±iz|~¶}io5{®4oJo5XÓCÈÁ2â3ÈÝ?à ØÚ×ÎÝTàsÅÇÜ±áÁ2à â3Å2Ý?ØÚÁ2ÇmÜ;zs~m5o4~{f]yoJz/{']oJioJmX2{ÐCB{ko}~µ{sx
km~o°¯Ðy]~m2{o°zsx]z{o5n7kmBzso5&{3soJoJzso5C{4{ko5nb¹
j;z|oJo®kyx{skm~zQ~zfzsm Bo5{fmzQzso5okm2®À{skmo»2~Bmz'~moJ]~o5C{z'¯'¯±nho5®¼)so2ñLoJ{soI
}yxS&kmo)¯QyB]~m{so)zsx]z{o5nº~i]moIS}yxSËhmo{siz¯±Bsn32{~B
A
¹°q­knhBo5mo5iz
5y]~i2{soIz5 C{koJzso"kmBoJzsod{sko¯±B2®~mÏ
 XiB~C{ x̃ }ioIBnXoIz Ã.x̃
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−1.ỹ) log
(
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.ỹ.
 #I£
j,kmo5¡ imz|~h{koOo5s{x
log
(
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−1
)
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Image of FPT error at iteration i=6
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Image of FPT error at iteration i=6
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Reconstructed deformed grid for N=10
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